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TEMA 6. Problemas métricos: Angulos, distancias, simetrias...
Problemas Resueltos

Angulos entre rectas y planos

X—-2y=-1
1. Dadas las rectas r y s de ecuaciones: r=x—-1=y=1-72; SE{ y ); L
+ =

a) Comprueba que se cortan y halla su punto de corte.
b) Determina el angulo que formanrys.
c) Halla la ecuacién del plano que contienearys.
Solucion:
a) Las ecuaciones paramétricas r y s son:
X=1+t X=-1+2h
Xx-2y=-1
r=x-l=y=l-z=t=r=3 y=t ;s= =s=3 Yy=h

Igualando las componentes de ambas rectas:

1+t=-1+2h

t=nh
1-t=1-h

Las rectas se cortan en el punto P(3, 2, -1).

l+t=-1+2h
= =>t=h=2.

t=h

b) Angulo (r, s) = angulo (V,, V;) = V, = (1, 1, -1), V; = (2, 1, -1).
Aplicando el producto escalar:
V, V. 2+1+1 4 4

Vv S — = =
Ve V] 122 e 2242 e (cD)? V36 32

cos (r, s) =cos(V,, V) =

32

Luego, angulo (r, s) = arccos(ij =19,47°.

c) El plano queda determinado por el punto P(3, 2, —1) y por los vectores vV, y V.
Su ecuacion es:

x-3 1 2

y-2 1 1|=0r=-(y-2)-(z+)=0=>n=y+2z-1=0.

z+1 -1 -

2. (Propuesto en Selectividad en 2012, Murcia)
Calcula el angulo que forman la recta r y el plano =, siendo:
x+1 y-1 z-2
r: = = X—2y—2=4
2 11 T

Solucioén:

El angulo que forma una recta con un plano es el complementario
del que determinan los vectores V,, de direccion de la recta, con

v_, normal al plano. (En la figura, r'es la proyeccion de r sobre =.)
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Esto es, angulo (r, ®) =90°—angulo (V_, V,).
En consecuencia, sen (r, ©) = cos(V,, V, ) = _\7 \7_ .
AA
Como V, =(2, -1, 1); V. =(1, -2, —1) = cos(V,, V, ) = 2\/%2%1 =% = a = 60. Por tanto, el

angulo que forman la recta y el plano es 30°.

3. Halla el &ngulo que forma el plano =: x+ y+z =0 con la recta de ecuaciones
Ix+y=1

r {y +z=1

Solucién:

-V,

<I

El seno del angulo (r, w), sen (r, &) = cos(vV,, V, ) = siendo V, el vector de direccion

<I
<|

L]
de larectay v_ el vector normal al plano.
El plano w: x+y+z =0 tiene como vector normal v_ = (1, 1, 1).

Xx=1-t

X+y=1 _
Larecta r: Sriy y=t - v, =(-1,1,-1).
yrz=1 z=1-t
_ _(11 -1)(1,-1,1)| 1
Luego: sen (r, & I == = angulo(r, ) = arcsen (1/3) = 19,47°
V343 |3

X+y=1
4. Halla el angulo que forma la recta r s{ y con el plano = J3x—z=3.

Xx-y=1

Solucion:

Su valor es el complementario del &ngulo formado por el vector de direccion de la recta y el
vector caracteristico del plano.

Por tanto, el seno del angulo (r, @),
sen (r, m) = cos(V., V. )= —x ot
P o )T | / 790 -
" Vr A -
A )
Para obtener V, se expresa la recta en sus ecuaciones paramétricas.  / T/
Xx=1 /
X+y=1
r= < r=5y=0
X—y=1
z=t

Se tiene: v, =(0,0,1); V_ = (\/5 0, _1).
: _(001)(/3,0-1) -1
Luego: sen (r, m) = NI -

= angulo(r, ©) = 150° — Se toma 30°, el mas

pequerio.
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5. Determina el angulo que forman los planos:
w 3X—=Yy+22+1=0y m, :2X+y-52-1=0
Solucion:
El angulo (m1, 2) es el mismo que el que forman sus vectores caracteristicos.
Como v, =(@3,-1,2)yVv_, =(2,1,-5), se tiene que
VoV, 6-1-10 -5

V.l V.| V14430 24105

cos (vnl’ \77r2 ) =

Por tanto, el &ngulo (mt1, o) = arccos (2 25 } ~ 75,88°

6. Halla el angulo que forman los planos «t, :2x—-y+z=0y m, : X+y+2z-1=0
Solucion:

Los vectores caracteristicosson: v , =(2,-1,1)y v , =(1, 1, 2).

El coseno del angulo que forman es

VoV, 2-1+2

|\717T|' V., CJAr1414/1+1+2

Cos(vnl’ VTCZ) =

:% = angulo = 60°.

Paralelismo y perpendicularidad

x-1 y+2 z-5
3 -1
a) Halla la ecuacidn del plano = que pasa por Py es perpendicular a la recta r.
b) Halla el punto de corte entre la recta r y el plano .
Solucién: N\
a) El plano = viene determinado por el punto dado, P, y por el vector de
direccion de la recta, pues el vector caracteristico (normal) del plano es
igual al de direccion de la recta: V, =V, . Vo

ComoP=(1,2,3)y vV, =(2,3,-1), su ecuacion es:
n1=2-X-1)+3(y-2)-1(z-3)=0 = n=2x+3y—-z-5=0.

7.SeaelpuntoP=(1,2,3)ylarecta r:

T

b) El punto Q, de corte de la recta con el plano hallado, se obtiene resolviendo el sistema
recta—plano. Para ello conviene obtener las ecuaciones de la recta en forma paramétrica y
sustituirlas en la ecuacion del plano:

X=1+2t
rqy=-2+3t = n=21+2t)+3(-2+3t)-(5-t)-5=0 = 14t-14=0=>1t=1.
z=5-t

Por tanto, Q = (3, 1, 4).
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8. (Propuesto en Selectividad en 2011, Asturias)
2X—-y—-5=0
X+2-2=0"
a) Determina el plano =t que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.
b) Halla la ecuacion de la recta perpendicular a = que pasa por el punto (1, 0, 1).
Solucion:
a) Si se expresa la recta en su forma paramétrica se tiene:
Xx=t P, x

Se considera larecta r : {

2x—y-5=0 =
r: S riqy=-5+2t o Vs g

X+2-2=0 m/—T{
7=2-t
N0

El plano pedido viene determinado por el punto O y por los vectores

OA = (0, -5, 2) y el de direccion de larecta, v, = (1, 2, -1). :
X=1 x 1 0

Suecuacionserd: m:<y=2t-5h = n:ly 2 -5=0= n:x+2y+5z2=0.
z=-t+2h z -1 2

b) El vector de direccion de la recta perpendicular a wsera v = (1, 2, 5); como debe pasar por
el punto P(1, 0, 1) su ecuacion es:

X=1+A
Si< y=21 .
z=1+5A
X =1+4A
9. Sea a # 0 un niimero real, y las rectas de ecuaciones: r Eg =y= i; Ss=4 y=2A
2=3-2\

Determina el valor de o para el que r y s son paralelas. En ese caso, halla la ecuacion general
del plano que las contiene.

Solucion:

Dos rectas son paralelas cuando tienen la misma
direccion: sus vectores de direccion deben ser
proporcionales. Esto es: V, =k - V.

Enestecaso: V, =(2,1, ) y V,= (4, 2, -2).

Paraque (2,1, o) =k - (4,2,-2), k = %; luego o :%-(—2) =-1.

El plano que contiene a ambas rectas queda determinado por un punto R e r, y los vectores
RSy v,,siendo S € s.

Tomando R =(0,0,0) yS=(1, 0, 3) se tiene que RS = (1, 0, 3); y el plano buscado sera:

X=1+pu+4r x-1 1 4
T=4qYy= 2. <on=ly 0 2|=0=n=3x-7y-z=0.
z=3+3u-2\ z-3 3 -2
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X+y+z=0 X+y+z=0
10. Dadas las rectas de ecuaciones: r:{ y : r"{ y

X—y+z=1" | ax+bz=0

a) ¢Qué relacion debe existir entre a y b para que r y r” sean paralelas?

b) ¢Y para que sean perpendiculares?

Solucion:

Ambas cuestiones se resuelven comparando los vectores de direccion de las rectas, que
pueden obtenerse multiplicando vectorialmente los vectores normales de los planos que las
definen.

En este caso:

u, U, U
V. = (L, L) x(@-1,1)=[1 1 1|=(2 0 -2).
1 -1 1
U1 a2 US
V.=(1,1,1)x@0,b)={1 1 1|=(b, a-b, —a).
a 0 b

a) Las rectas seran paralelas cuando sus vectores de direccion lo sean; esto implica que

V, =kv,-.
2=kb

Luego: (2,0,-2) =k - (b,a—-b,-a) = {0=a-b = a=Db, yambos distintos de 0.
2=ka

b) Las rectas seran perpendiculares cuando sus vectores de direccion lo sean.

Por tanto,

Vi - V. =0=(2,0,-2)- (b,a—-b,-a)=0= 2b+2a=0 = a=-h.

11. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 3, —2) y que sea paralela a los
planos: m, :2x—-y+z+1=0y m,:—X+3y—-z+1=0
Solucién:

El vector de direccion de la recta buscada sera v, xV,,:

ul u2 u3
V,xV,=[2 -1 1|=(-215).
1 3 - >
x=1-2t
Su ecuaciones: < y=3+t .
Z=-2+5t

12. Halla la ecuacion del un plano perpendicular a los planos mt1 y 72, del problema anterior,
que pase por el punto Q(2, 0, -1).

Solucién: SR e
El vector normal del plano pedido es vV, xV,,= (-2, 1, 5). e '

Por tanto, su ecuacion es: ©:—-2x+y+5z+d =0.

Por contener al punto Q: —4-5+d =0 =d=0.
El plano es: :—2x+y+52+9=0. [
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13. Dadas las rectas:
X+2y=7
r= { y S=Xx-1= Y = Z—+1 .

y+2z=4" 3 2
a) Comprueba que se cortan perpendicularmente.

b) Halla la ecuacion del plano que las contiene.
¢) Halla la recta perpendicular cominarys.

Solucion:
a) Las ecuaciones paramétricas de ambas rectas son:
X=7-2y X=7-4t
X+2y=7 _
r= =>r= y=y =r=qy=2t =V, =(42-1).
y+2z=4
1=2-yl2 z=2-t
Xx=1+h
sEx—lz%:zTJrl —s=y=3n =V, =(L3,2)
z=-1+2h

Los vectores V, y V, son perpendiculares, ya que
V-V, =(-4,2,-1)-(1,3,2)=-4+6-2=0.
Por tanto, las rectas son perpendiculares. ol

Para comprobar que se cortan basta con ver que el sistema que
determinan tiene solucion. Este sistema es:

7—4t=1+h 6
2t =3h , cuya solucion est:gyh:—.
7 7
2—-t=-1+2h
El punto de corte se obtiene sustituyendo t :% enroh :g ens — P(? ?g]

b) El plano pedido queda determinado, por ejemplo, por R(7, 0, 2) € r y por los vectores V, y
V.. Su ecuacion es:
X—-7 -4 1
y 2 3=0o m 7(x-7)+7y-14(z-2)=0 = 1 x+y-2z-3=0.
z-2 -1 2

¢) La perpendicular comun es la que pasa por Py lleva la direccion del vector caracteristico
del plano, V. = (1, 1,-2).

x=13/3+ A
Su ecuaciénes: p=<y=18/7+A\.

z2=5/7-2\
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14. Dadas las rectas:

X=1+A X = 1)
r=qy= A, S=qy=2+2p.
Z= -\ z=0

a) Estudia la posicion relativa de las rectasr y s.
b) Halla la ecuacién de una recta que sea perpendicular simultdneamente arys.
Solucién:
a) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores:

v, =(1,1,-1),v.=(1,2,00)yRS=(0,2,0)-(1,0,0) = (-1, 2, 0)
donde R es un punto de r y S un punto de s.

1 1 -
Como |1 2 0}|=-4,los vectoresson linealmente independientes. En consecuencia, las
-1 2 0

rectas r y s se cruzan.

b) La direccion de todas las retas perpendiculares a las dadas es la del vector v, x v

u, U, U »
VxV,=|1 1 -1=(2,-12). -
1 2 0 -
X =2t ) ‘\\{;‘?\
Una de las infinitas rectas perpendiculares es: p=<y=-t. -
7 :t r V?,
Observacidn: Del enunciado no se deduce que se pida la recta perpendicular comun. La
Xx=-1+2t
ecuacion de esa perpendicular comines: p=4 y=-t
z=t

) ) ) =1 x=0
15. Se consideran las rectas r y s de ecuaciones respectivas, r = {y ys= { :
Z

a) Estudia la posicion relativade ry s.

b) Determina la recta que corta perpendicularmente arys.
c) Halla la distancia ente r y s.

Solucion:

z=0 Z=
rectas, es incompatible (pues no puede seralavezz=0yz=2), las
rectas se cruzan.

. y=1 x=0
a) Como el sistema r = N S= 5 formado por las dos

b) La perpendicular comun es la interseccion de los planos mr y 7.
El plano =y viene determinado por la recta r, a la que contiene, y por
el vector vV, x V.

El plano =s viene determinado por la recta s, a la que contiene, y por
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el vector vV, X V.

, U, U
Como V,xV,=|1 0 0[|=(0, 0, 1),dichos planos son:
0 1 0
X= 1t x 10
n,9y=1 & |y-1 0 O=0<mniy=1,;
Z= q z 01

x=0 x 00
y=h oly 1 0=0< n:x=0.
z=2 +p z-2 0 1

x=0
y=1

Xx=0
Por tanto, la perpendicular comun es: { & y=1.
Z=>\

De otra forma:
Se toman dos puntos genéricos, Ry S, y se impone la condicion de que el vector RS sea

perpendicular a los vectores de direccion de ambas rectas, V.= (1,0,0) y V,= (0, 1, 0)
Puntos genéricos de r y s son, respectivamente, R(t, 1, 0) y S(0, h,2) > RS=(-t,h -1, 2)
Como RS debe ser perpendicular debe cumplirse, alavez, que RS - v, =0y RS - vV, =0.

Esto es:
RS-V, =0=(-th-1,2)-(1,0,00=0=-t=0—->1t=0.
RS-V, =0=(th-1,2)-(0,1,00=0=>h-1=0—>h=1.
x=0
Luego: R(0, 1, 0); S(0, 1, 2); RS =(0, 0, 2) = (0, O, 1). Por tanto, larectaR-Ses: {y=1.
Z=A

¢) Como se conocen los puntos R y S, la distancia entre las rectas es la misma que la distancia
entre los puntos Ry S. Esto es,

d(r,s)=d(R,S)=v0? +0% +2% =2.
[vr,vs,ﬁé]
|\7r><\75|

y S € s. (Aqui, Ry S son puntos arbitrarios de r y s, respectivamente.)

Nota: Utilizando la formula d(r,s) = ,siendo SR un vector quevaderas:Rer

X+2y=7
a) Comprueba que se cruzan en el espacio.
b) Halla un punto de r y otro de s tales que el vector con origen en uno y extremo en el otro
sea perpendicular a ambas rectas. Halla la recta perpendicular cominaryas.
Solucién:
a) Las ecuaciones parametricas de las rectas dadas son:

) X+y—-z=4 X=2
16. Sean las rectas de ecuaciones r = ys= .
y=-
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X+y—-z=4
r= — RestandoE2 -El:y=3-z = x=1+2z

X+2y=7
X=1+2t
Haciendoz =tsetiene: r=< y=3-t > Unpunto A eresA(l,3,0);yVv,=(2,-1,1).
z=t
X=2
Enlarectas haciendoz=h= s={y=-5— Unpunto B € ses B(2, -5, 0); Vv,=(0, 0, 1).
z=h

Como los vectores AB = (1, -8, 0), V, y V. son linealmente independientes, pues
1 -8 0

2 -1 1 =-1+16+0, se concluye que la rectas se cruzan.

0 0 1

b) Sean Ry S puntos genéricos de r y s, respectivamente:
R=(1+2t3-t,1);S=(2,-5,h)
El vector RS = (1 — 2t, -8 + t, h —t) debe ser perpendicular a los vectores z|
de direccion de ambas rectas, V. = (2,-1,1) y V.= (0, 0, 1).
En consecuencia:
RS-V,=0=h-6t-10=0.
RS-vV,=0=h-t=0.
Resolviendo el sistema se tiene: t=h = 2,
Los puntos Ry S son: R(5, 1, 2); S(2, -5, 2) = RS = (-3, -6, 0).
X=5-3L
La recta, perpendicular cominaryses: p=Jy=1-6\.
z2=2

Observacion:
Puede comprobarse que el vector RS = (-3, -6, 0) es perpendiculara v, ya V..

17. Halla las ecuaciones de la recta perpendicular comin a r y s y que corta a ambas, siendo:

r:i_y—l_z—3 s=X_2—X—Z+1
1 -2 2 3 1 -1
Solucioén:

Puntos genéricos de r y s son, respectivamente,

P=(t1-2t,3+2t), Q=(2+3h,h,-1-h).
De donde: @ =(2+3h-t,—-1+h+2t, -4 -h - 2t). Este vector debe ser perpendicular a los
de direccionderys.
Multiplicando escalarmente (ﬁj-vr =0, ﬁj-vs =0), se tiene:

{ h+9t=-4 -5 11

= t=—yh=-"2.
11h+t=-9 14 14

Con esto:
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p(—_5 A %J y PO = (0,‘_5,‘75);(0, 1,1).

14 1414 2
x=-5/14
La recta perpendicular comunes:{y =24/14+ p.
2=32/14+0p

Proyecciones en el espacio

18. Halla la proyeccion de P(1, -1, 0) sobre el plano n:3x+y—2z+7 =0:
Solucion:

X=1+3t
1) Se halla la recta perpendicular a @ que contienea P — r:<y=-1+t.
z=-2t

2) Se halla el corte entre ry m — n:3(1+3t)+(-1+t)-2(-2t)+7=0 =

= t=-9/14.
Por tanto, el punto P"= (-13/14, -23/14, 18/14).

19. Halla la proyeccion ortogonal de de la recta r = X; = _Z ; 2 sobre el plano

n=X—-3y+2z+12=0.
Obtén la solucidn de las dos formas posibles:
1) Mediante el corte de dos planos; 2) Proyectando dos puntos de r sobre el plano.
Solucion:
1) La recta proyectada, r’, es la interseccion del plano « con el plano
7" que contiene a r y es perpendicular a &. Queda definido por el
punto (1,1, 2) e rylos vectores V.= (2,1,2) y V_=(1,-3, 2).
Su ecuacion es:

X=1+2h+t x-1 2 1

n=4 y=1+h-3t < |y-1 1 -3=0<
z=2+2h+2t z-2 2 2
< n=8x—-2y—-7z+8=0.
Luego, larectar” es:

X = 25\

. [x=3y+2z+12=0 . 3
r= & (haciendoz=22)\) r=<y=4+23\.
8x—-2y—-7z+8=0 v

2) Proyectando los puntos A(1, 1, 2) y B(-1, 0, 0) de r sobre el plano =.

X=1+1 X=-1+t
Las rectas pa Yy ps, perpendiculares al plano son: p,=3y=1-3t y p; =3 y=-3t .
71=2+2t z=2t

Cortan al plano en:
A" > (1+t)-31-3t)+2(2+2t)+12=0 =>t=-1=A'(0, 4, 0);

WwWW.matematicasimmm.com José Marfa Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 6 104

B — (~1+1)—3(=3t) +2(2t) +12=0 = t = ~11/14 = B'(-25/14, 33/14, —22/14).

X =25\
Como A'B" = (-25/14, -23/14, -22/14) = (25, 23,22) = r=y =4+ 23\
=22\
20. Halla la proyeccion del punto P(2, —1, 1) sobre la recta XT_:% = yT+1 = é :

Solucién:
La proyeccidn de P sobre la recta r se obtiene hallando el corte de dicha
recta con el plano =, perpendicular a ella que pasa por P.
Como V, = (3,1, 2), el plano  sera:
3(x—2)+(y+D)+2(z-1)=0 = m: 3x+y+2z-7=0.

X=3+3t
Sustituyendo las ecuaciones paramétricas de r: <y =—1+t, en la ecuacion
z=2t
del plano se obtiene P”:
1

3B+3)+(-1+t)+2(2t)-7=0 = 14t +1=0 = tz_ﬁ'

X =3+3(-1/14) =39/14

Por tanto, P": { y=-1-1/14=-15/14 =P’ = ﬁ,—E,—E _
14 14 14
z2=-2/14

Simetrias

21. Halla las coordenadas del punto P” simétrico de P(2, 0, —1) respecto de la recta
x+1 y-2 z+1

-2 1 3

Solucién:

Si P’ es el simétrico de P respecto la recta, se cumplen dos cosas:

1) El punto medio del segmento PP", R, debe ser de la recta.

2) El vector PR debe ser perpendicular al vector v, de direccion de la

recta. Esto es, debe cumplirse que vV, - PR =0.

r

Un punto genérico de larectaes: R=(-1-2t, 2 +t, -1 + 3t).
Por tanto:
PR=(-1-2t,2+t,-1+3t)-(2,0,-1) = (-3 -2t,2 +1, 3t)

Condicion 2): v,- PR=0 = (-2,1,3) - (-3-2t,2+1t,3t)=6+4t+2+t+9t=0=
= 14t=-8=t=-4/7
Luego, R = (1/7, 10/7, -19/7)
c-1
3

Condicion 1): Si P" =(a, b, ¢), el punto medio entre Py P" es: R = [aT”

N | o

Como R = (1/7, 10/7, —-19/7), se cumple que:
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= a
2 7 7
Luego, P’:(—E,§,—3—1J.

22. (Propuesto en Selectividad en 2011, Islas Baleares)

Dados el punto A= (1, 3,0) yel plano n: x+2y+2z-1=0, determina las coordenadas del
punto A", simétrico del punto A respecto del plano =. Calcula la distancia de A" al plano .
Solucion:

Sea A" el simétrico de A respecto de . Ambos puntos, Ay A", estaran en la recta r,
perpendicular a t por A.

x=1+% A
Como v, =(1,2,1),sededuce que r =4y =3+2X. 7.
Z=»\

Puede tomarse A" como un punto genérico de r:

A=(@0+213+2),1)
La distancia de ambos puntos al plano debe ser la misma: d(A, ) = d(A’, n).
La distancia de A a w es:

_|11+23-1| 6
n = "V

La distancia de A" a T es:
dA". ) _|@+0) +2:@+20) +2 -1 :|6+6x|_
| J6 Ve |
Como ambas distancias deben ser iguales,
6L+6=6=>A1=0
0+6M_J6 = or+6/=6 = .
J6 —6L-6=6=>A=-2
Paral =0, A'= (1, 3, 0), que hay que descartar por tratarse del punto A dado.
Paral =-2, A= (-1, -1, -2), que es el punto buscado.

De otra forma:

Sea A= (Xo, Yo, Zo) el simétrico de A respecto de 7.

Ambos puntos, Ay A" estaran en la recta r, perpendicular a = por A. Ademas, si M es el punto
de corte de la recta y el plano, M debe ser el punto medio entre Ay A",

X=1+A
Como v, =(1,2,1),sededuce que r =4y =3+2\.
Z=A

Cortedelarectarconelplano > m: (1 +4) +2(3+20)+A-1=0=6A+6=0=>A=-1
Por tanto, M = (0, 1, -1).

Punto mediode Ay A”: 1+—X° 3+_y0 % :
2 2 2

ComoM=(0,1,-1)= 1% 3+Yo Zo|
2 2 ' 2
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1+x, 3+Y,

0:

= X, =-1;1= = Y, =-1; —1:%0 = 7,=-2
Por tanto, A" = (-1, -1, -2).
Distancias

23. Halla la distancia del punto P a la recta r en los siguientes casos:
_x+1 y-2 z+1

a)P(2,0,-1); r=
) P( ) =1 3
X=1+A1 27
X+2y=
b)P(L,-1,3); r:{y=1-2  ¢)P(16,0,0);r=1{ 0"
y+2z=4
z2=1+24
Solucion:
La distancia de un punto P a una recta r viene dada por
‘ﬁxvr‘
d(P,r)=— ,siendo A er.
7]

a) En este caso:
A=(-1,2-1),P=(2,0,-1), AP=(3,-2,0), V.= (-2, 1,3)
Producto vectorial:

u U, 0,
APxV =|3 -2 0|=(-6,-9,-1) = fovr = J(-6)? +(=9)% + (-1)* =118
-2 1 3

Médulo de V,: [V,|=/(-2)% +12 + 3% = /14.
Por tanto, d(P,r)=—“118= @_
Ja 7

b) Eneste caso: A= (1,1,1), P=(1,-1,3), AP=(0,-2,2), V.=(1,-1,2)
El producto vectorial Nixvr vale,
U, U, U

MPxv. =0 -2 2|=(222)=dPn="244_1
1 -1 2 V1+1+4

c) Para obtener vV, puede expresarse la recta en forma paramétrica.

X=7-2y X=7-4
X+2y=7
r= =>Tr= y=y =>r=y=2t
y+2z=4
z2=2-yl2 z2=2-t

Por tanto, V, = (-4, 2, -1); A= (7,0, 2), P = (16,0, 0) = AP = (9, 0, -2),
El producto vectorial vale:
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u, 40, U
APxV, =|9 0 -2/=(417,18) = var =47 +17% +18% = /629

—4 2 -1

El médulo de ¥, : |7, | = /(-4)? + 27 + (-1)? =21 = d(P,r) :@.
J21
X=A
24. Halla el punto de larecta r =1 y =3—A cuya distancia al punto P(1, 0, 2) sea 5.
z=1+2\

Solucion:
Sea X e r el punto pedido: X =(A,3—A,1+2)). Se desea que:

d(X,P) =/ (A =12 +(B=2)% +(-1+20)2 =5 = 612 124 +6=0 = 1 = 1.
El punto es X = (1, 2, 3).

X-y+2z=0
25. Dados larecta r = yelplano t=x+y+z—-2=0.
2y—-2=4
a) Comprueba que la recta es paralela al plano.
b) Halla la distancia de r a .
Solucién:
a) La recta sera paralela al plano si su vector de direccion Vv, es perpendicular al caracteristico
del plano, v, = (1, 1, 1). Ademas, ningun punto de la recta puede ser del plano.
Se expresa r en forma paramétrica:
Xx=8-3t
X—y+2z2=0 .
r= & r= y=t -5V, =(312).
z=-4+2t

Como v, -V, =(-3,1,2)-(1,1,1)=-3+1+2=0= Los vectores son perpendiculares; y

la recta paralela al plano, ya que el punto P(8, 0, —4) e r pero no a .

2y—-72=4

b) La distancia de un punto a un plano viene dada por la expresion:

d(r,n)=d(P=(8,0,-4)er,n:x+y+z-2=0) = %=%
+1+

26. Halla la distancia entre la recta determinada por el punto S(1, 0, 0) y el vector V = (1, 1, 0)
yelplano t=x-y+z—-2=0
Solucion:
La recta y el plano son paralelos pues el vector director de la recta, V.= (1, 1, 0), y el vector
caracteristico del plano, v = (1, -1, 1), son perpendiculares, ya que:

V-V =(1,10)-(1,-1,1)=1-1=0.
Por tanto, la distancia entre el plano y la recta viene dada por la distancia de cualquier punto
de la recta, por ejemplo S = (1, 0, 0), al plano. Esta distancia es:

_‘1'1—1'0+1'0—2‘_i

d(S,7) = -
5.7 2+ (-2 +12| V3
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27. Halla los dos puntos de larecta r = X%Z = yT—l = iz que estan a distancia 1 del plano
n=2X+2y+2-5=0.
Solucion:
X=2+t
Las ecuaciones cartesianas de larectason: r=qy=1+t. P/
Z = _2t /_." T / ‘1 )
Luego, un punto genéricoderesP = (2 +t,1 +t, -2t). yar
Se desea que d(P, ©t) = 1. /éz-
Esto es:
d(P.m) = 2(2+t)+2(1+t)+(-2t)-5 1= 2t+1 1

+V4+4+1 +3

. Parael denominador positivo: +3 > 2t+1=3 => t=1=P1=(3, 2, -2).
. Parael denominador negativo: -3 > 2t+1=-3 = t=-2=P,=(0, -1, 4).

28. Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones:

x=3-t Xx=-5+h X=2+2k X=-1+Kk
Q) r=qy= t ;s=qy= h. b) r=9 y=1-k ; s=qy=-1+3k.

z=11-4t z=4 z=3+Kk z=4-2k
Solucion:

Dependiendo de su posicidn relativa, la distancia minima entre dos rectas r y s es:

. (si se cruzan) — la existente entre el plano paralelo a s que pasa por r y el plano paralelo a
r que pasa por s. (Esa distancia coincide con el médulo del vector PQ, perpendicular a los de
direccion de ambas rectas.)

. (sison paralelas) — la existente entre cualquier punto de sy la recta r.

« (si se cortan) — cero.

o —— .
5 -
\5\\@
La distancia entre dos rectas (que se cruzan) viene dada por la expresion
[\7r Vg, RS] .
d(r,s) = |ﬂ — | , siendo V, y V. los vectores de direccion respectivos, y RS un vector
V, XV

quevaderas:R eryS es. (Silas rectas se cortasen esta distancia valdria 0; si las rectas
fuesen paralelas, cuestion que se detecta comparando sus vectores de direccidn, esta formula
no es valida.)
a) En este caso:

V, =(-1,1,-4),V,=(1,1,0); RS=(-5,0,4) - (3,0, 11) = (-8, 0, -7).
Por tanto,
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1 1 -4
b,V RS|=|1 1 0|=7+7-32=-18.
-8 0 -7
u, u, U
v “1 1 -4 =(4-4,-2) = |V, xV,| =47 +(-4)% +(-2)* =36 = 6.
1 1 0

Luego: d(r,s) = ‘%18 =

b) Si setoma: R(2, 1, 3) e r; S(-1, -1, 4) € s, se tiene que RS = (-3, -2, 1).
Por otra parte, V,=(2,-1,1) y V.= (1, 3, -2).

2 -1 1
El producto mixto, [\7”\75,@]: 1 3 -2/=0 = las rectas se cortan.
-3 -2 1
ljl UZ US
Aqui no seria necesario calcular el producto vectorial, v, xV, =|2 -1 1|=(-1 5, 7);ni
1 3 -2

el médulo, [V, xV,| =1+ 25+49 = J75; ni la distancia, que es 0: d(r,s) = ‘%‘ =

29. Halla la ecuacion del plano rt que es paralelo y equidistante a las rectas r y s de
ecuaciones:

X=3-t X=-5+h
r=4y= t ; s=qy= h .
z=11-4t z=4

Observacion: Estas son las rectas del apartado a) del problema anterior.

Solucion:

Si un plano es paralelo a una recta, su vector caracteristico es perpendicular al de direccién de
la recta. Por tanto, si el plano es paralelo a las rectas r y s, su vector caracteristico sera v, x v,

u1 u2 u3
que es perpendicular aambos: V, xV, =|-1 1 —4| =(4,-4,-2)
1 1 0

Por tanto, la ecuacion del plano sera n:4x—4y—2z+d =0. (Falta por determinar d.)
Como el plano debe equidistar de las rectas r y s, y como d(r,s) =3 (ver el problema
anterior), su distancia a cada recta debe ser 3/2. Esto es, d(r, ) =3/2=d(s, ).

Por ser r y & paralelos, la distancia de r a w es la misma que la distancia del punto R = (3, 0,

11)deram.
Por tanto,
d(R.7) = |43 40-211+d |_—10+d 23 _ 419
a7+ (cay+ (22| 6 2
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La ecuacion del plano buscado serd ©:4x—4y—-2z2+19=0.
Observacion: También podria considerarse la posibilidad d(R, r) = _10; d :g =d=1

No obstante, la solucién valida es la primera, d = 19.

Otra solucion:

El plano buscado debe ser paralelo a las rectas dadas y, ademas, debe pasar por el punto medio
de dos cualesquiera puntos de unay otra recta.

Asi, tomado R = (3,0, 11) y S = (-5, 0, 4) = punto medio M = (-1, 0, 15/2).

Como v, =(-1,1,4)y v, =(1, 1, 0), el plano pedido es:

x+1 -1 1
T= y 1 1|=0 = m:4x—-4y-22+19=0
z-15/2 -4 0

30. Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones:

X=t
3Xx-y=4 - - - -
a) r= y ;sEx—Z:y—zzz—s. b) r= y:3t;sEX—2:X=Z—1.
7X—2=8 3 4 1 3 -1
z=-t
Solucion:
a) Expresando las rectas en forma paramétrica se tiene:
X=t X=2+h
r=<y=-4+3t,s=<y=2+3h.
zZ=-8+Tt z=3+4h
Por tanto: v, =(1,3,7), V,=(1,3,4)y RS = (2,2,3)-(0,-4,-8)=(2, 6, 11).
1 3 7
Como |1 3 4{=9-9=0 = los vectores son linealmente dependientes. En consecuencia,
2 6 1

las rectas r y s se cortan. Por tanto, la distancia entre ellas es 0.

X=t X=2+h
b) Las rectas son paralelas: r=<y=3t; s=4 y=3h . - o\
7=t z=1-h LA L
En este caso, d(r,s) = d((O, 0,0)er, s). Esta distancia puede calcularse, L0 |
ademas de con la formula correspondiente, hallando el punto de corte del ' T
plano =, perpendicular a r (y as) por O(0, 0, 0) € r con larectas; '
obteniéndose que d(r,s) =d(0,Q).
La ecuacion del plano tes: m=x+3y—z=0; cortaa la recta s cuando
(2+h)+3(3h)—(1-h)=0 = h=-1/11.

21 -3 12
Luego Q=| —, —, —|.
%Q (11 11 11)
Con esto, d(r,s) =d(0,Q)= (2_1J2+(__3j2+[2j2 _ |54
’ ’ ' 11 11 11 11 .

WwWW.matematicasimmm.com José Marfa Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 6 111

Planos bisector y mediador

31. Halla el plano bisector de los planos ©, =x+2y+z+3=0y n, =2X+y—-z-6=0.
Solucion:
Si el punto P(x, y, z) pertenece al plano bisector m, debe cumplir que d(P,,)=d(P,x,).
Luego,
X+2y+2+3 2X+y—-2-6 X+2y+2+3 2Xx+y—-2-6
= = = :
VI2 427 417 44027 112 4+ (1) J6 +./6
Simplificando se obtiene los dos planos bisectores:
TIX+2y+2+3=+2X+y-2-6)= m:x-y—-22-9=0 -
T:X+2y+2+3=—(2x+y-2-6) = 7:3x+3y—-3=0 & n:x+y—-1=0.

32. Comprueba para los planos del ejercicio anterior:

a) Que el plano n” forma con cada uno de los dos iniciales, 71 y 72, un angulo que es la mitad
que el que determinan los planos m1 y mo.

b) Que los planos bisectores son perpendiculares.

Solucion:

a) El angulo que forman los planos nt1 y 72 es el determinado por sus vectores caracteristicos
Va=(1,21)yVv,=(21-1)

Como cos(V,,V ,)= Vi Vo _2+2-1 1 = angulo (m1, m2) = arccos (1/2) = 60°.

v, Veve 2

V7rl

El angulo que forman los planos " y m1, es el determinado por los vectores V., =(1,2,1)y
v, =(1,1,0):

VeV, 142 3 43

Vel vl Vev2 2y 2

Como arccos ? =30°, efectivamente, es la mitad del que forman los planos nt1 y 7.

cos(V., V)

b) Los vectores caracteristicos de los planos bisectores son:

v.=(1,-1,2)yv.=(,10).
Como su producto escalares 0: v - V. =(1,-1,2)-(1,1,0)=1-1=0, dichos planos son
perpendiculares.

33. Halla el plano mediador de los puntos P(1, -1, 0) y Q(-1, 3, 2).
Solucion:
Si X = (X, Y, z) es un punto del plano buscado, cumplira que: d(X,P)=d(X,Q).
Esto es:
d(X,P)=(x=1)? +(y+1)? +2° = J(x+D)? +(y-3)* +(z-2)* =d(X,Q) =
= X*—2X+14+ Y  +2y+1+2° =x* +2X+1+y> -6y +9+ 27> -47+4 =
= X—-2y-z+3=0.
La ecuacion del plano mediador es x—2y—-z+3=0.
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34. Dados los puntos del espacio P(0, 0, 0) y Q(0, 1, 2), halla la condicién que debe cumplir
un punto de coordenadas A(X, Y, z) para que esté a la misma distancia de P y Q.

Solucion:

Las distancias entre los puntos valen:

d(AP)=\x*+y* +2%; d(AQ)=X*+(y-1*+(z-2)" .

La condicién que debe cumplirse es que
JC+y 77 = I +(y-)2+(z2-2).

Elevando al cuadrado y simplificando:

Xy +2 =X+ (y-)*+(z-2)° =

= XP+y? +2° =x"+y*-2y+1+2°-4z+4 = 2y+4z-5=0.
Evidentemente es la ecuacion de un plano: el plano mediatriz de los puntos P y Q.

Otros problemas

35. a) Halla la recta r que pasa por el punto P(1, -1, —2) y es perpendicular al plano
T=X+2y+32+6=0.

b) Halla la ecuacion de la recta s que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(-1, -3, —4).

c) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

d) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano =" que pasa por el punto P(1, -1, -2) y es

paralelo a .

Solucion:

a) La recta r queda definida por P(1, -1, -2) y el vector v = (1, 2, 3), normal al plano .
X=1+1

Su ecuaciones: r:qy=-1+2t.
z2=-2+3t

b) La recta s esta determinada por el punto A(1, 0, 0) y por el vector AB = (-1, -3, -4) — (1, O,
0) =(-2,-3,-4).

Xx=1-2h
Su ecuaciénes: s:<y= —3h.
z= —4h

c) Para determinar la posicién relativa de ambas rectas hay que estudiar la dependencia lineal
de los vectores:
vV, =(1,2,3), V,=(-2,-3,-4) yAP=(1,-1,-2) - (1,0,0) = (0, -1, -2).

1 2 3
Como |-2 -3 -4{=2+2-(-1)=0 = los vectores son linealmente dependientes; lo que
0o -1 -2

indica que las rectas se cortan.
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X=1+t Xx=1-2h
Para hallar el punto de corte se resuelve el sistema: r:qy =-1+2t
z2=-2+3t z=-4h

Il
<
I
|
w
=y
)

1+t=1-2h (=2
-1+2t=-3h = {h __ 1 — Punto de corte: C(3, 3, 4).
—2+3t=—-4h B

d) El plano =" esta determinado por el vector normal a él, que es V., = (1, 2, 3), y por el punto
P, -1, -2).

Suecuaciones: T=(X-1D)+2(y+D)+3(z+2)=0 = n=x+2y+32+7=0.

La distanciade Aan’ es:

1+7 |

da)- V12407 4 32| 14

X—y+7=0
y—2z=0

a) Halla la ecuacidn del plano que contiene a P y a la recta s.

b) Calcula la ecuacién de la recta r, perpendicular al plano hallado y que contiene a P.

Solucion:

a) El plano &, que contienc a P y a s, queda definido por el punto P y los

vectores V¢ y PS, siendo S cualquier punto de s.

Las ecuaciones paramétricas de s son:
X-y+7=0 X=y-7
S= < S= =

36. Dado el punto P(0, 8, 3) y larecta s E{

y—2z=0 y =22
X=-7+2h

= (siz=h)—> s:<y= 2h = v, =(2,2,1).
z= h

SiS=(-7,0,0),PS=(-7,0,0)- (0, 8,3) = (-7, -8, -3).
Luego, la ecuacion del plano sera:
x= 2h-Tt X 2 =7
n:qy=8+2h-8t < |y-8 2 -8 =0= n:2x-y—-2z+14=0.
z=3+h-3t z-3 1 -3

b) La recta perpendicular a &t lleva la direccion del vector normal al plano, v_ = (2, -1, -2);
X= 2A

como debe contener a P(0, 8, 3), su ecuacién serd: r=< y=8—-7 .
z2=3-2)\
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37. Encuentra los puntos de la recta r: XTH = yT—l :é que equidisten de los planos
n =3X+4y-1=0y m, =4x-3z-1=0.
Solucion: :
X=-1+2t )
Como la recta tiene por ecuaciones, r=qy =1+3t ,
2= 2t

un punto genérico de ellaes P=(-1+2t 1+3t 2t)
Se desea que d(P, 1) = d(P, m2).

Por tanto:
d(P,x,) = 3(-1+ 2t)+4(1+3t)—1: 4(-1+2t)-3(2t) -1 —d(P,n,) = 18t _ 2t-5 .
J9+16 +416+9 5 +5
. Sise considera el denominador +5 = 18t=2t-5 = t=-5/16 = P, = _—6i_—10 .
16 16 16
. Sise considera el denominador -5 = 18t=-2t+5 = t=14= P, = (%%%)
3x-y=-1 - _
38. Dadas las rectas de ecuaciones: r = y ys=x-2= y-2_ 2—3.
IX—2=-4 3 4

a) Estudia su posicion relativa.
b) Si se cruzan, calcula la distancia minima entre ellas.
Solucion:

a) Estudiando la dependencia lineal de los vectores v, , V. y RS ,dondeR erySes,se

determina la posicion relativa de ambas rectas: si esos vectores son linealmente
independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estan en el mismo plano.
Las ecuaciones paramétricas de las retas dadas son:

X=t X=2+h
r=sy=1+3t, s=qy=2+3h.
z=4+Tt z=3+4h
Por tanto: V, = (1,3,7), ¥,=(1,3,4) y RS =(2,2,3)—(0,1,4)=(2, 1, -1).
1 3 7
Como |l 3 4|=-7+27-35#0 = los vectores son linealmente dependientes < las
2 1 -

rectas r y s se cruzan.

b) La distancia entre ambas rectas es igual a la de un punto

cualquiera P de r al plano © que contiene a sy es paralelo a ~F v,
r, cuya ecuacion es: '. P
X=2+h+t Vs | = :
[ d
n=.y=2+3h+3t = 3 S
T V?, + 7
z=3+4h+Tt g
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1
3 3=0=> n=3x-y—-4=0.
4

3

1l
N < X

|
w NN
~N W e

‘30 11-4]

3| 10

39. a) Sea = el plano determinado por el punto P(2, 2, 2) y los vectores G =(1,0,-1)y V =
(1, 1, 0). Calcula el angulo que forma el plano & con la recta que pasa por los puntos O(0, 0, 0)
y Q(21 _2’ 2)

b) Calcula el punto simétrico de O(0, 0, 0) respecto del plano x—y+z—-2=0.

Solucion:

a) El vector normal del plano, que es ortogonal a los dos dados, se obtiene multiplicandolos
vectorialmente:

Por tanto, d(r,s) =d(P(0,1,4) er,n)

u1 u2 uS
Oxv=|1 0 -1=(,-11).
1 1 0

Por tanto, el plano pedido es
1-x-2)-1-(y-2)+1:-(z-2)=0< n=x-y+z-2=0.

X=2t X=t
LarectaquepasaporOyQes: r=<y=-2t & r=qy=-t
z=2t z=t
El seno del angulo (r, =), sen (r, m) = cos(v_, V,) % siendo v, = (1, -1, 1) el vector
VARIA

de direccion de larectay vV = (1, -1, 1) el vector normal al plano.
Como ambos vectores son iguales, la recta es perpendicular al plano.

b) El punto pedido, O", estara en la recta r y a la misma distancia del plano que O.

El punto M, de corte de la recta y el plano, es el punto medio entre Oy O".
M: t—(t)+t-2=0 = t=2/3;

Luego M = (2/3, -2/3, 2/3).

SiO =(a,b,c) => M=(a/2,b/2, c/2) = (2/3,-2/3, 2/3) =
=a=4/3,b=-4/3,c=4/3= O = (4/3, -4/3, 4/3).

.0

40. (Propuesto en Selectividad en 2006, Madrid)

Sean las rectas:
_x+1_y-2_z s X—2 y+1 742
-2 2 -4 3 1 1

a) Halla la ecuacion de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores.

b) Halla la recta perpendicular comin a las retas r y s.

Solucién:

a) La recta pedida se obtiene por interseccion de los planos v, que contiene a r y pasa por el

origen, y s, que contiene a s y pasa por el origen.
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Plano

Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OA = (-1, 2,0) y
V, = (=2, 2, -4); el punto A(-1, 2, 0) pertenece a la rectar.

Su ecuacion es:

x -1 -2
|y 2 2|=0=m :14x+2y-2=0.
z 0 -4
Plano rs:

Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OB = (2, -1, -2) y V, = (3, 1, 1); el punto B(2,

-1, —2) pertenece a la recta s.
Su ecuacion es:

x 2 3
|y -1 1]=0= n,:x-8y+52=0.
z -2 1

4x+2y-2=0
Por tanto, t: :

X—8y+5z=0
b) Puntos genéricos de r y s son, respectivamente,

R=(-1-2h,2+2h,-4h), S=(2+3p,-1+p,-2+p)
El vector SR = (-3 —2h —3p, 3 + 2h — p, 2 — 4h — p), que indica la direccion de todas las
rectas que se apoyan en r y s, debe ser perpendicular a los de direccién de ry s:
V. =(-2,2,-4)y v, =(3,1,1).

Multiplicando escalarmente (SR - Vv, =0, SR - vV, =0), se tiene:

24h+8p+4=0 -8
= h=— yp=—oo
—-8h-11p-4=0 25
Con esto:
(=44 9412\ (-22 47 6 o (26 -33 -58
50 '50'50 25 '25'25)" 25 25 ' 25
—48 @ % =(-3,5,4).
25 '25'25
X=-22/25-3t
La recta perpendicular comun sera: § y =47/25+5t .
z=6/25+4t

41. Considera la recta y el plano siguientes:

;- Xx-1 y+5 z+3
2 -5

a) Comprueba que la recta r y el plano m son paralelos.

b) Calcula la distancia entre el plano ty larectar.

c¢) Calcula la ecuacion implicita del plano ©” que es perpendicular a 'y contiene ar.

Solucién:

a) El vector de direccion de larectaes: Vv, = (2, -5, 4).

n:2X+4y+4z2=5
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El vector caracteristico del plano: V. = (2, 4, 4).
Ambos vectores son perpendiculares, pues vV, - V. =(2,-5,4) - (2,4,4) =0.

Ademas, el punto P(1, -5, —3) e r no pertenece al plano, pues:
2-1+4-(-5)+4-(-3)=-30=5.
En consecuencia, la recta es paralela al plano.

b) La distancia de m ar es igual a la distancia del punto P de r al plano.

2-20-12-5|_ 35
d(P, n) = d(P(1,-5,-3),m:2x+4y+4z-5=0)=|"————|= =,
V22442 4+4%| 6

c) El plano pedido viene determinado por el punto P y los vectores V, y V_.
Su ecuacion sera:
X=1+2A+2u x=1 2 2
y=-5-5A+4u < |y+5 -5 4/=0= 2x-z-5=0.
z=-3+4r+4p z+3 4 4

42. (Propuesto en Selectividad en 2012, Castilla Ledn)

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P(2, 1, 3) y Q(1, 3, 1); los otros dos
sobre una recta r que pasa por el punto R(-4, 7, —6).

a) Calcula la ecuacion de la recta r. (0,5 puntos)

b) Calcula la ecuacién general del plano que contiene al cuadrado. (1 punto)

¢) Halla las coordenadas de uno de los otros vértices. (1,5 puntos)

Solucion:

a) El vector director de larectares PQ = (1, 3,1) - (2,1, 3) = (-1, 2, -2).
X=-4-t

Luego, r=<y=7+2t.
z=-6-2t

b) Para determinar el plano se necesita otro vector:
RP=(2,1,3)-(4,7,-6)=(6,-6,9) =(2,-2,3)

El plano sera: gl
X=—-4-t+2h x+4 -1 2 N

ni y=7+2t-2h < =n:ly-7 2 -2=0= )

7= 6-2t+3t 246 -2 3 ’

P r:2(x+4)-(y-7)-2(z+6)=0= n:2x—y-2z+3=0.

c) Por ejemplo, P, que seré el proyectado de P sobre r. Dicho punto se obtiene mediante el

corte de la recta con el plano 7’, que contiene a P y es perpendicular a la recta r. Su vector

caracteristico es: V. =V =(-1, 2, —2).

Luego, 7:—(x—2)+2(y-1)-2(z-3)=0 = n:—x+2y—2z+6=0.

El punto P~ se obtiene sustituyendo las ecuaciones de la recta r en la del plano 7".
—(~4-t)+2(7+2t)-2(-6-2t)+6=0 = 9t +36=0 = t=—4 = P=(0, -1, 2).

De otra forma:

Otro vértice del cuadrado es el punto de la recta que esté a distancia ‘P_('j‘ , el lado del
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cuadrado, del punto P. Como el punto genérico de la recta es X(—4—t, 7+2t, —6- 2t),

se tendrd que d(P, X er)=+/(-6—-t) +(6+2t) +(-9-2t) =d(P,Q)=3 = t =4, como
solucion Unica (lo que confirma que se trata de un cuadrado), uno de los vértices en la recta es
P=(0, -1, 2).

43. Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de ecuaciones:
n, =3X—4y+5=0y n, =2Xx-2y+z+9=0

¢ Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

Solucion:

Sea P un punto de ese lugar. Debe cumplir que d(P, n,)=d(P, =, ):
3x—4y+5  2x-2y+z+9 - 3X—4y+5 2x-2y+z+9

V324 (4?2 4224 (-2)% +1 S +3
Se tendra:
3X—4y+5 2X-2y+z+9
3
3X—4y+5 2Xx-2y+z+9
5 -3
Son los planos bisectores de los planos dados.
Los puntos del eje OY son de la forma (0, y, 0); esto es, x =0y z = 0. Como deben ser de los
planos anteriores, se tendra:
(1) 2y +30=0=y=-15. Punto (0, -15, 0).

(2) —22y+60=0=y= % Punto (0,30/11,0).

Para +3: = X+2y+5z+30=0 (1)

Para —3: = 19x—-22y+52+60=0 (2)

44. (Propuesto en Selectividad en 2009, Navarra)
Dado el punto R(1, -1, 2), encuentra los puntos P y Q de la recta
X+y+z2-4=0
_{x+2y+22—6:o
tales que PQR sea un tridngulo equilatero.
Solucion:
La situacion gréafica es la que se indica en la figura.
Para que el tridngulo PQR sea equilatero, las distancias entre
cada dos Vvértices deben ser iguales:
d(R,P)=d(R,Q)=d(P,Q)=I.

Ademas, en todo triangulo equilatero, la relacion entre la medida

2 2
del lado y de la altura es: h? =12 L
4 J3
‘ﬁ ><\7r‘
En este caso, h=d(R,r) :T, conAer.
VI’
Para calcular esa distancia conviene obtener las ecuaciones paramétricas de r:
2E1-E2 X=2
X+y+z2-4=0 X+y=4-12
= =r= = E2-El 5r=qy=2-t
X+2y+22-6=0 X+2y=6-22 - -
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Por tanto: R = (1, -1, 2), A= (2, 2,0), AR=(-1,-3,2), V, = (0, -1, 1)

U U, U
Luego, ARxV, = |-1 -3 2|=(-1 1, 1)
0 -1 1

Como ‘ﬁ xV,

=\/§y|\7r|:\/§,setendréque d(R,r):%:h_

De =2 o2 \/§=\/E.Luego, la d(R,P) =~/2

3T B2

Si P es un punto genéricode r, P=(2, 2-t, t),entonces, como R(L, -1, 2),
d(R,P)=+2 = d(R,P) :\/12 +@B-1)2+(t-22 =2 =

= 2t -10t+12=0 =>t=20t=3.
Parat=2,P(2,0, 2); yparat=3, Q(2, -1, 3).
Puede comprobarse que d(P,Q) = J2.

45. Los puntos P(1, -1, 1) y Q(3, -3, 3) son dos vértices opuestos de un cuadrado que esta

contenido en un plano perpendicular al plano de ecuacién x+y =0.

a) Determina los otros dos vértices.

b) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por los vértices obtenidos en a).

c) Calcula el perimetro del cuadrado construido.

Solucion:

a) El plano = que contiene al cuadrado esta definido por el punto P (o por el Q) y los vectores

PQ=(2,-2,2)y v=(1,1,0), normal del plano dado.
Xx=1+2t+h

| ‘1?_.
Suecuaciones n=|y=-1-2t+h < x-y-2z=0. B 4P
%
z=1+2t %}%
(Obsérvese que se da la circunstancia de que PQ es T i g

—+

perpendiculara v_.)

El punto medio del segmento P-Q, M(2, -2, 2), es donde se
cortan las diagonales del cuadrado. Por tanto, se cumplira que los vectores PM y MA sean
perpendiculares y tengan el mismo maédulo.

El vector PM = (1, -1, 1); y su médulo vale /3.
El vector MA debe ser perpendicular a PM, tener también modulo J3 y pertenecer al plano .
Como V =(1, 1, 0) es perpendicular a PQ, esta en el plano = y tiene mddulo V2, entonces

MA :ﬁ(]_’ 1, 0)
V2
Como OA = OM + MA, las coordenadas de A seran:
A= (2, -2, 2) + ﬁ(]_, 1, O): 2_|_£1 _2+£, 2.
V2 J2 J2
Analogamente, las coordenadas de B son:
B=(2,-22) - ﬁ(l, 1, 0)=| 23, L, W8 )
\/E 2 2
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b) La recta definida por los puntos Ay B es la que pasa por M con vector de direccion v = (1,
1, 0). Su ecuacién sera

X=2+t
r=qy=-2+t
z2=2

c) El perimetro del cuadrado es:

p=4-1=4-d(P, A):4-\/(1+£J +[—1+£j +1=446.

J2 J2

46. Los puntos P1(2, -3, 3) y P3(0, 1, —1) son vértices de un cuadrado. Halla los otros dos
X=3 y+2 z+1

vértices de ese cuadrado sabiendo que estan en larecta r = 5 1 5

Solucién:
La situacion debe ser la que se muestra en el siguiente dibujo.
Para que el problema tenga solucidn, la direccion del vector PPz debe
ser perpendicular al vector de direccion de la recta y, ademas, la
distancia de cada uno de los puntos a la recta debe ser la misma (esto
ultimo equivale a que el punto medio de P1 — P3 es de la recta).
Se tiene:

PiPs=(0,1,-1)-(2,-3,3)=(-2,4,-4); V, = (-2, 1, 2).
Como PiPs - V, =(-2,4,-4) - (-2,1,2) =4+ 4 -8 =0, los vectores son perpendiculares.

El punto medio de P1 — Pses M = O+2, 1_3, —1+3) . 1,-1,1)
2 2 2
X=3-2t
Las ecuaciones paramétricas de r son: ¢ y =-2+t . Como puede verse, parat =1, se obtiene
z=-1+2t

el punto M(1, -1, 1).

Por tanto, se verifican las dos premisas necesarias.
Ahora puede observarse:

1) La distancia d(P1, P3) es la diagonal, d, del cuadrado.

2) El lado, I, de un cuadrado es igual a | = a. (Por Pitagoras: d? =12 +1?).

J2

3) Por tanto, los vértices P, y P4 seran los puntos de la recta que se encuentren a distancia | de
P1 (0 de P3).

La diagonal vale: d = d(P1, P3) = 1/(~=2)2 + 42 + (—4)? =6. El lado | =32 .
Los vertices P2 y P4 son las soluciones de la ecuacion:

d(P, =(2-33), X er, X =(3-2t,-2+t-1+2t))=3J2 =

= JA-20)2 + (L+1)% +(4+2)% =32 > t? -2t =0 = t=00t=2.
Luego: P, =(3, -2, -1)y P, =(-1 0, 3)
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